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MATHEMATIQUES

SUR UNE PROPRIETE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Note de Y. Tagamlitzki
(Présentée par L. Tchakaloff le 13. VI. 1947)

Dans un travail récent nous avons établi le théoréme suivant:?)
Sila fonction réelle f(x), admettant pour x=a une
suite illimitée de dérivées, vérifie lesinégalités

(1) | F™ ()| = Ae—=, n=0,1,2,...

elle se réduit a la fonction exponentielle f(x)=Ce=

Les démonstrations connues de ce théoréme impliquant des mé-
thodes de la théorie des fonctions analytiques dans le domaine com-
plexe, il serait désirable de trouver un procédé direct, qui ne fasse
pas appel au domaine complexe. Nous allons donner ici une telle
démonstration.

Démonstration. La fonction f(x) vérifiant les inégalités (1),
on trouve en intégrant par parties

AR e (:nl E ) f 7o) (¢ — xp—mta at

pour k==n—1, k et n étant des nombres entiers et positifs.
Considérons maintenant I’identité

e~ f(x) + 2e= f'(x) e~ f'(x) =

= (k—(& (IJL D! f =) du f S (t—xpHat+

X

+———2(_‘;112k_1fe—“(u—x)“duffrﬁm(t)(t—x)*dt-l—

b 4

1)Y. Tagamlitzki, Funktionen, die auf der reellen Achse gewissen Un-
gleichungen gentigen, Annuaire de I'Université de Sofia, t. XLII, (1945—46), p. 239.
— Sur les suites vérifiant certaines inégalités, Comptes rendus Ac. Sc. Paris, t. 223
(1946) p. 940—942.
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TET l)l(k—l)lfr (#—xp+ duff“’* (&) (t—x)—tdt=

I ot ) R I SO Bkt o 2e 5
_(»'f—1)1(;£.»-|-A1);_f.f-‘r SO (a—x)e1 (t—x )t~ (. — 8)? du dt +
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ou bien

(2 e [f(x)+2f (x)+ f'(x)]=

- (— 1)* n me_.af(kHJ(t) (&— xye—1 (t—x)— (u—t)? du dt +
(k——-l)f(k"i*l)le‘.f 2e—* f' (x)
E+1

La fonction f(x) vérifiant les inégalités (1), on a

e () +2f () + £ (9] | =
= (k—_‘mf f e~ (u—x) Nt —x)Hu—t)dudt —}-2_8_;—%-@.

Dans le cas particulier f(x)=e—~ la formule (2) nous donne

Qe—2x

(}?l)l—l(m ff g (uw.\:)*—l(t—x)k—1(u—t)2 dudt — m =0

et, par conséquent,
y 2 3 ’
£+ )+ £ ()| = 2o + 2L,

Le nombre entier et positif £ étant arbitraire, on a

F(®)+2f(x)+ f'x)=0
et par suite fx)=Ce*+ Cixe—v.
D’autre part on a | Ce—* 4 Cxee—*| =< Ae—,
d’ott il suit C1=0.
La démonstration que nous venons d’exposer est une modifi-

cation d’une méthode que nous avons appliquée A I'étude des suites
régulierement monotones ?).

Institut de mathématiques de I'Université de Sofia.

*) Y. Tagamlitzki, Uber Zahleniolgen, die gewissen Ungleichungen ge-
niigen, Annuaire de I'Université de Sofia, t. XLIII, (1946—47) p. 193,
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